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ABSTRAK: Salah satu teori untuk menganalisis balok lengkung dalam metode elemen hingga
adalah degenerated solid beam. Fenomena yang umum terjadi pada elemen balok lengkung
adalah shear locking dan membrane locking. Untuk mengatasi locking ini, Koziey dan Mirza
(1994) mengusulkan consistent beam element untuk analisis belok lengkung berdasarkan
third order shear deformation theory (TOSD). Pada perumusan degenerated solid beam
element umumnya menerapkan first order shear deformation theory (FOSD) yang
membutuhkan koefisien koreksi geser. Pada penelitian ini akan dikembangkan degenerated
solid beam element dengan modifikasi metode least square smoothed assumed strain
(LSSAS) untuk eleminasi locking. Selain itu, akan diteliti perbedaan elemen yang
menggunakan FOSD dengan menggunakan TOSD. Hasil pengujian diperoleh bahwa metode
LSSAS tidak efektif dalam membebaskan degenerated solid beam element dari locking dan
consistent beam merupakan elemen yang belum stabil. Penggunaan perumusan TOSD
memiliki performa yang sama dengan penggunaan perumusan FOSD.

Kata kunci: metode elemem hingga, degenerated solid beam, consistent beam, least square
smoothed assumed strain, koefisien koreksi geser

ABSTRACT: Degenerated solid beam is a finite element method (FEM) technique for
analyzing curved beams. Shear locking and membrane locking are common issues in curved
beam elements. To overcome the locking, Koziey and Mirza (1994) proposed a degenerated
solid consistent beam element based on the third-order shear deformation theory (TOSD).
Degenerated solid beam element formulations typically employ first-order shear deformation
theory (FOSD) with a shear correction coefficient. This study aims to develop a degenerated
solid beam element using a modified least square smoothed assumed strain (LSSAS) method
to eliminate locking and investigate the differences between elements using FOSD and TOSD.
The test revealed that LSSAS is ineffective in eliminating locking in degenerated solid beam
elements, and the consistent beam is unstable. The TOSD formulation performs similarly to
the FOSD formulation.

Keywords: finite element method, degenerated solid, consistent beam, least square smoothed
assumed strain, shear correction factor

1. PENDAHULUAN

Metode elemen hingga (MEH) kini sudah secara luas digunakan sebagai metode numerik
untuk menyelesaikan berbagai masalah dalam desain mesin, bangunan, maupun bidang
lainnya (Cook et al., 2002). MEH sudah kerap digunakan dalam bidang teknik sipil, dan
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kebanyakan bangunan telah didesain menggunakan penerapan MEH, salah satunya adalah
elemen balok lengkung. Degenerated solid beam element (Koziey & Mtrza, 1994;
Nascimbene, 2013; Prathap & Naganarayana, 1990) merupakan salah satu teori yang
digunakan untuk menganalisa balok lengkung dikarenakan fleksibiltas geometrinya.

Fenomena yang umum terjadi pada elemen balok lengkung adalah shear locking dan
membrane locking (Stolarski & Belytschko, 1983). Pada perumusan degenerated solid beam
element ditemukan ketidakkonsistenan. Ketidakkonsistenan ini mendorong Koziey dan Mirza
(1994) untuk membuat perumusan baru yang disebut consistent beam element. Dengan
perumusan consistent beam element, elemen balok bebas dari shear locking. Namun,
penelitian Koziey dan Mirza (1994) terbatas pada deformasi geser dan lentur, belum meninjau
deformasi membran atau membrane locking. Oleh karena itu, penelitian ini akan meninjau
pengaruh dari deformasi membran pada consistent beam element yang telah dirumuskan oleh
Koziey dan Mirza. Salah satu metode yang digunakan untuk eliminasi locking adalah metode
least square smoothed assumed strain (LSSAS) atau weighted average shape function
(Prathap & Babu, 1986). Penelitian ini akan menerapkan metode LSSAS pada degenareted
solid beam element, diharapkan metode ini membuat proses eliminasi locking lebih efektif dan
efisien.

Pada perumusan degenerated solid beam element diterapkan first order shear deformation
(FOSD) membutuhkan penggunaan koefisien koreksi geser k untuk membenarkan asumsi
yang digunakan agar sesuai dengan kenyataan. Koziey dan Mirza (1994) menemukan
perumusan baru yang dapat menggantikan koefisien koreksi geser, yaitu dengan perumusan
rotasi baru yang dapat menggambarkan keadaan parabolic dari tegangan geser (¢) (Koziey
& Mirza, 1994). Perumusan ini disebut third order shear deformation theory (TOSD). Penelitian
Koziey dan Mizra telah dikembangkan untuk mengakomodasi efek nonlinier dari geometris
(Gerges & El-Damatty, 2002), dan digunakan untuk mensimulasikan sifat-sifat garis
penghantar dan memprediksi reaksi untuk beban hembusan angin yang kuat (Shehata et al,
2005). Namun pada penelitian dari Koziey dan Mirza (1994) terdapat potensi yang belum
terlihat dikarenakan penelitian lebih banyak meneliti ke persoalan balok lurus dibandingkan
balok lengkung. Sehingga pada penelitian ini akan meninjau perbedaan dari elemen yang
menggunakan koefisien koreksi geser dan elemen yang menggunakan perumusan rotasi
akibat tegangan geser (¢) yang akan diuji pada balok lengkung.

2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Degenerated Solid Beam Element

Koordinat sistem yang digunakan dalam perumusan degenerated solid beam element dapat
dilihat pada Gambar 1. Terdapat tiga jenis koordinat yang digunakan dalam perumusan
degenerated solid beam element dan di definisikan sebagai berikut:
1. Koordinat Cartesius global x dan z digunakan untuk perpindahan global zdan w.
2. Koordinat natural sdan ¢dimana s merupakan lengkungan dan tgaris lurus terhadap
bidang s.
3. Koordinat Cartesius lokal sistem x! dan z! untruk menentukan regangan lokal dan
tegangan; x! tegak lurus dan z! sejajar terhadap titik berat lengkung secara umum.

78



Dimensi Utama Teknik Sipil, Vol.11 No.2:77-93

(L [eBY} zZ,W

X, u

) D

Gambar 1. Sistem koordinat elemen balok

Definisi geometris dari elemen asli (physical domain) ditransformasikan menjadi koordinat s,
dan koordinat t. Lokasi dari tiap titik dari suatu elemen di dalam sistem koordinat global (x,z)
ditentukan dari koordinat poin node tersebut (x;,z;) dan vektor V; di tiap node dapat di

rumuskan sebagai berikut:

() =stan )+ simmiv, 1)

Z

Dimana vektor V; didefinisikan sebagai berikut:

_ (% _ (X
Vi= {Zi}top {Zi}bottom @
Dalam penelitian ini elemen balok akan diteliti menggunakan dua jenis interpolasi yaitu fungsi
interpolasi kuadratik (n.,=3) dan kubik (n.,=4) seperti yang terlihat pada Gambar 2. Shape
function (N1, N2, ...., Nn) yang digunakan dapat dilihat pada Tabel 1.
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Gambar 2. Elemen dengan interpolasi kuadratik dan kubik

Elemen kubik

79



Halim: Pengembangan Elemen Balok Lengkung dengan Pendekatan Degenerated Solid

Tabel 1. Shape function untuk elemen kuadratik (3 node) dan kubik (4 node)

elemen memiliki node 3 Jika elemen memilki node 3 dan node 4
1 1 2 1
N1 z(1-8)—5(1-s%) +R(—9s3+sz+95—1)
1 1 2 1
N, 2 (1+8)—5(1-57) +—(9s®+s2—-9s5s—1)
16
N3 (1-s%)

1 3 2
+E(27s +7s°—27s—-17)

1
E(_27S3 —9s2+275+9)

E!

2.2 Displacement Field

Pada degenerated solid beam element digunakan asumsi penampang dari balok tegak lurus
terhadap neutral axis pada keadaan belum berdeformasi dan penampang balok tetap datar
pada kondisi berdeformasi tetapi tidak selalu tegak lurus terhadap neutral axis, sehingga untuk
memperhitungkan deformasi akibat geser memerlukan faktor koreksi geser. Pada keadaan
balok sebenarnya saat berdeformasi penampang balok sebenarnya tidak datar melainkan
melengkung seperti yang dapat dilihat pada Gambar 3. Sehingga pada penelitian yang
dilakukan oleh B.L. Koziey dan F.A. Mizra (1994) dirumuskan suatu perumusan baru yang
bisa menggambarkan pendekatan yang lebih mendekati keadaan aktual saat balok
berdeformasi. Pada penelitian tersebut faktor koreksi geser diganti menggunakan perumusan
tegangan geser ¢, dan titik perpindahan dari material point dapat dirumuskan sebagai berikut:

ul = ub(x) — 216 (x) — 2! (1 —4;—:2>¢l(x) 3)
wh=wl(x) 4)
6! = 0'(x) (%)
dt =o' (%) (6)

Dimana w'adalah perpindahan transversal, ' adalah rotasi total, u' adalah perpindahan
longitudinal, u) adalah perpindahan akibat aksial di z'= 0, dan ¢! adalah rotasi yang
menggambarkan keadaan sebernarnya.

Aproksimasi dari rotasi 6 dan ¢ seperti yang di definisikan di bawah, akan di dapatkan
menggunakan node sisi akhir dan node sisi tengah, derajat kebebasan dapat dilihat pada
Gambar 3. Asumsi di setiap node memiliki empat derajat kebebasan (u;, w;, 6;, ¢;). Yang perlu
di perhatikan adalah rotasi 6 bersifat konstant pada suatu titik sepanjang tinggi penampang
dari suatu elemen, dan ¢ berotasi kuadratik. Sehingga 8 membentuk perpindahan linear
terhadap u dan w sedangkan ¢ berdeformasi seperti yang dapat di lihat pada Gambar 3.
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Gambar 3. Deformasi pendampang akibat rotasi 6; dan ¢;

2.3 Hubungan Strain-Displacement

Penelitian yang dilakukan oleh B.L. Koziey dan F.A. Mizra (1994) regangan dirumuskan
menjadi sebagai berikut:

12
Aksial gl= gl — ZIHI'xz — 7 (1 — 4;—2) qbl,xz (7)

12
Geser % uh_zz) oL (8)

I
|
Sa)
|
N
-y

2.4 Strain Energy

Perumusan degenerated solid beam element diilustrasikan dengan mempertimbangkan strain
energy (U¢) dari elemen, dan perumusan tersebut di tuliskan sebagai berikut:

Ue =fLelEAs(l,2dxl+f EEI( l) dxl+f —EI( ¢l) dx —

Sy Iy SE <8(Z )(%’f)szdl I <$>(%)2dAdxl+f0Le%GA(2—V;;)2dxl+

2
e l l
L6a(6Y) ax' + [} 26a (%) e f, 262 (92) qaaxt +
2
fedy 26 “4(2 (Z%l) dAdxl—fL GAel(d‘”) — ¥ cagt (= )d +
e (dw )d Lt [ GAgletdx! — [T 2SI gy ©)

Dlmana — adalah rotasi Ientur adalah pseudo curvature adalah membrane strain, El

adalah kekakuan lentur, GA adalah kekakuan geser, EA adalah kekakuan aksial, dan L¢
adalah panjang elemen.
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2.5 Weak Form

Untuk mendapatkan matriks kekakuan digunakan prinsip virtual work. Virtual work yang
digunakan pada degenerated solid beam element sebagai berikut:

Jo [, S€SE €hdA dxl ~fio f, 86 uE (21)°0' udAdx! = [, [, 6¢' 4E (2)°¢! adAdx' +

fLEfA 5¢l
[ oWl aGw! dAdxt— [, [, 66'GO'dA dx! —f J, 6¢'GpldAdxt +

L], 56! G“(z) pldadxl— [, [, 5¢icAE)

8(2 16(2 )

(I)l ldA dx +

¢! adAdxt = [ [, 8¢t JE—7

144(2

L plaadx = [*ow' f, dx! + [*ul f, dx!(10)

Dimana 6&¢! adalah Virtual strain aksial, §y' adalah Virtual strain geser, sw' adalah
perpindahan transversal akibat beban virtual, Su! adalah perpindahan longitudinal akibat
beban virtual, dan §6! adalah rotasi akibat beban virtual.

2.6 Perumusan Degenerated Solid Beam Element

Konfigurasi elemen dapat di lihat pada Gambar 1. Persamaan displacement field dapat di
tuliskan sebagai berikut (B.L. Koziey & F.A. Mirza,1993) :

U _ ohen py (Ui Nen COSYi Nen CoSY;
{W} _Zizl Ni {W} Z NMl {Sinyi}ei_z NM2 {Sinyi}(pi (11)
Dimana N; merupakan shape function kuadratik atau kubik, y;adalah sudut diantara sumbu
lokal (x!, z') dan sumbu global (x,z) di node i. Shape function M; dan M2 mengaproksimasikan
dislacement field sepanjang tinggi penampang akibat rotasi 6 dan ¢, dan persamaan tersebut
sebagai berikut:;

it h;t
My =" My =M1 - 02,y = V) 42

Dimana h;merupakan tinggi dari balok di titik node i. Sinus dan kosinus dari sudut y
diperhitungkan dengan perumusan sebagai berikut:

ox 0z

cosy = —2— siny = —205 (13)

2

&) +G)

Dimana Z—: dan Z—i diperhitungkan menggunakan persamaan (1)

Hubungan antara tegangan {€'}, sepanjang sumbu lokal, di setiap titik di seluruh elemen dan
degrees of freedom dibutuhkan. Untuk defleksi kecil, regangan pada sumbu lokal (x!, z%)
dapat di tuliskan sebagai berikut:

a
(S 1 0 l
o fxtx*)| _ |ox u
{6 } B {yxlzl} B i i {Wl} (14)
ozl oax!
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Dimana perpindahan u! dan w' ditinjau terhadap x! dan z!. Perpindahan u! dan w'! dapat
diperoleh dari u dan w dengan persamaan berikut:

)=t} = [Sor coarlGo) (15)

Matriks transformasi [R] berisikan kosinus antara sumbu lokal (x!, z!) dan sumbu global (x,z)
di titik yang di tinjau. Menggunakan persamaan (11) dan produk dari persamaan (15)
menghasilkan perpindahan sepanjang sumbu lokal sebagai berikut:

l cosy siny COSy cosy; + siny siny;
u Nen Nen . Nen 3 l L —
{Wl} Z 1N { sin ]/} i+ Z 1 Ni {cos y} Wi~ Z 1 NiMy { siny cosy; + cosy sin yi} 0;

Nen n 1y { COSY COSY; +sinysiny; |
;=1 NiM {—siny cosy; + cosy sin yi} i (16)

Mensubtitusi persamaan (16) kedalam persamaan (14) menghasilkan hubungan regangan sebagai

berikut:
N; ON; ON; U;
6 L l nen axl axl smy —M,CU; o ) —M; CU; 51 w;
AN fon oM anN; ¢ M. an;| | 9;
‘smy axl cosy NiCUia—le M, CW; _NiCUia_Zzz M, CW; ¢li
(17)
Dimana CU;= cosy cosy; + siny siny; dan CW;= —siny cosy; + cosy siny;.
Persamaan (17) dapat di tulis sebagai berikut:
{e"} = [B'{{d} (18)

Dimana [B’] merupakan matriks regangan-perpindahan yang menghubungkan regangan
sepanjang sumbu lokal x! dan z! dan [d] yang merupakan vektor perpindahan.
Bentuk dari generalized Hooke’s law dapat ditulis sebagai berikut:

= {755} = DAl - (68)] + (<8 (19)

Dimana [D!] merupakan matriks elastisitas pada koordinat lokal, [D!]dapat dirumuskan
sebagai berikut:

©1=[5 gl 20

Dimana E merupakan modulus elastisitas material dan G merupakan modulus geser.
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2.7 Matriks Kekakuan

Perumusan yang digunakan prinsip virtual work sehingga mendapat persamaan
keseimbangan sebagai berikut:

{k}d} = {f} (21)

Dimana perumusan matriks kekakuan {k} dan matriks pembebanan {f} dapat diperoleh
dengan perumusan sebagai berikut:

{k}= [, [B'1"[D'][B']dV (22)
{f1=1J, [N ]T{b}dV + J; IN]"{T}dS + [N]"{P} (23)
Dimana [b] = vektor body force , {T} = vektor surface traction force, dan {P} = vektor point

load
Turunan parsial terhadap koordinat lokal dapat diperoleh dengan perumusan sebagai berikut:

o _as0  oa (24)

ox!  xl as = xl ot

d _ds a , at 8

34 "o 9 o o (25)
at ds
W == ﬁ == 0 (26)
ds 1
W - ax\2  (9z\% (27)
&) +3)
at 1
LU (28)
az!l N2 2N\ 2
G0 +(5)
Matriks kekakuan dapat diperhitungkan dengan perumusan sebagai berikut:
{k} = f f B'ldet|]|b ds dt (29)

Dimana det|]| = (ax 62) _ (32 ax

5 7t P at)b Lebar balok

2.8 Metode Least Square Smoothed Assumed Strain (LSSAS)

Pada suatu elemen FEM sering menghasilkan hasil yang tidak konsisten dan mengalamani
fluktuasi atau locking. Hal ini sering terjadi karena derajat yang dimiliki oleh persamaan yang
tidak konsisten dari rotasi lentur dengan rotasi total, untuk mencegah hal ini akan dilakukan
modifikasi shape function.

Metode least square smoothed assumed strain (LSSAS) adalah metode yang memiliki tujuan
untuk merubah shape function menjadi fungsi yang lebih halus. Cara kerja dari metode ini
ialah dengan mencari nilai minimum dari suatu turunan fungsi hasil kuadrat dari selisih dari
shape function lama dan juga shape function baru yang disamadengankan dengan nol. Untuk
mencari nilai shape function baru N digunakan metode LSSAS. Metode ini terinspirasi dari
jurnal Prathap dan Ramesh Babu (1986). Berikut bentuk persamaan matematisnya:
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f(N) = [}, (N, = Np)?ds (30)

Setelah fungsi dari N telah di temukan persamaan fungsinya, fungsi tersebut di cari nilai
puncaknya dengan cara persamaan tersebut di turunkan dan turunan tersebut diturunkan dan
turunan tersebut sama dengan nol. Dapat dituliskan sebagai berikut:

af
=0 (31)

Tinggi derajat yang dimiliki oleh N diasumsikan satu tingkat lebih rendah dari N yang ditinjau
atau N yang akan dihaluskan. Jika N memiliki beberapa variabel yang akan dicari, seperti
pada elemen yang kuadratik dan kubik, maka dilakukan diferensial parsial terhadap masing-
masing variabel. Contohnya untuk elemen kuadratik:

Ny = a + b& + c&? (32)
N, = a + B¢ (33)
of _ ~.0f _

5a=0:5;=0 (34)

Penurunan rumus akan dilakukan untuk elemen kuadratik dan kubik. Mensubtitusi shape
function baru kedalam persamaan (17) menghasilkan hubungan regangan sebagai berikut:

_ u.
oN, ON; dN; l
6 L l Wcosy 9% lsmy —MlCUla . ' -M, CUla . w;
= 4 6Nl A oM aN; * oM. an;| | 6;
LISy Stcosy NCUL azll M;CW,; : _NiCUia_Zzz M,CW; o~ ¢L'
4

(35)

3. HASIL DAN DISKUSI

3.1 Studi Pengujian Balok Lengkung Degenerated Solid

Pengujian elemen yang menggunakan TOSD dibutuhkan restraint pada beberapa DOF agar
elemen bisa berkerja, tanpa adanya restraint tambahan elemen tidak dapat berkerja
menghasilkan matriks kekakuan yang singular. Letak DOF yang di-restraint untuk elemen
MEH konvensional kuadratik dan LSSAS terletak pada node dua yang berada di tengah
bentang balok, dilakukan restraint untuk rotasi ¢. Untuk elemen kubik dengan TOSD yang di
restraint terletak pada node dua dan tiga, yang di restrain merupakan rotasi ¢. Untuk elemen
Consistent Beam dengan TOSD dilakukan restraint perpindahan rotasi u dan w pada node
dua dan node empat, untuk node tiga yang terletak pada tengah bentang dilakukan restraint
rotasi 6 dan rotasi ¢.

3.2 Busur Kantilever Berbentuk Seperempat Lingkaran

Untuk mengetahui kemampuan perumusan mengeliminasi locking dilakukan pengujian pada
busur kantilever yang berbentuk seperempat lingkaran seperti pada Gambar 4. Data material
yang diberikan R = 10, E = 10.5*10°%, G = 4*10°, k = 5/6, P = 1, b = 1, dan nilai h bervariasi
dengan perbandingan R/h sebesar 4, 10, 100, 1000,dan 10000. Struktur dianalisa dengan
cara dibagi dengan beberapa jumlah elemen (N). Struktur dibagi menjadi 1 elemen,4 elemen,
8 elemen, dan 16 elemen. Hasil eksak dapat diperoleh dari persamaan (36) sampai dengan
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persamaan (38). Hasil yang diperoleh digunakan untuk normalisasi perpindahan radial(wygy /
Wersak) Pada ujung bebasnya disajikan pada Table 2. Perpindahan tangensial (upzy/Ueksak)
dan rotasi (Oygr/Oersax) Memiliki trend nilai normalisasi yang sama dengan normalisasi
perpindahan radial Wy gy /Weksak)

E=10
Unit width
E =10.5¢6
G = 4eb
F=1

Gambar 4. Sebuah busur kantilever berbentuk seperempat lingkaran

PR3 PR PR

U =St Zkea  2EA (36)

nPR3 mPR = mPR
w=—+——+— 37
4EI + 4kGA + 4EA (37)

PR?

0 =— (38)

Tabel 2. Normalisasi perpindahan tangensial akibat penipisan balok dan penambahan jumlah elemen
pada elemen kuadratik, kubik, dan consistent beam
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Hasil (Wage /Weksak)
R/h Eksak N Kuadratik Kuadratik LSASS Kubik Consistent Beam
TOSD | FOSD | TOSD | FOSD | TOSD | FOSD | TOSD | FOSD
1 |0.1999(0.2136|0.1422 | 0.1507 | 0.8556 | 0.8575 [ 0.7390 | 0.7424
4 |0.9598|0.9610|0.9431 | 0.9441|0.9836 | 0.9855 | 0.9854 | 0.9854
8 [0.9822|0.9840|0.9788 | 0.9805 | 0.9834 | 0.9856 | 0.9856 | 0.9856
16 |0.9832|0.9855|0.9824 |0.9847 | 0.9831 | 0.9856 | 0.9856 | 0.9856
1 |0.0389(0.0421|0.0274|0.0292 | 0.7771|0.7782 | 0.6061 | 0.6112
4 10.8611|0.8622|0.8356|0.8370|0.9969 | 0.9971 | 0.9962 | 0.9963
8 [0.9873|0.9874|0.9823 | 0.9824 | 0.9974 [ 0.9977 | 0.9976 | 0.9977
16 |0.9968 | 0.9970|0.9958 | 0.9961 | 0.9973 | 0.9977 [ 0.9977 | 0.9977
1 |0.0004 | 0.0004 | 0.0003 | 0.0003 | 0.7418 | 0.7423 [ 0.1184 | 0.1358
4 |0.0611|0.0615 | 0.0592 | 0.0595 | 0.9900 | 0.9900 | 0.9635 | 0.9635
8 [0.5035|0.5039|0.4985 | 0.4989 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9979 | 0.9979
16 |0.9412|0.9412|0.9385|0.9386 | 1.0000 | 1.0000 | 0.9999 | 0.9999
1 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.7414 | 0.7418 | 0.0015 | 0.0018
4 |0.0007 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0006 | 0.9868 | 0.9868 | 0.9512 | 0.9514
8 [0.0101|0.0101 |0.0100 | 0.0100 | 0.9969 | 0.9969 | 0.9880 | 0.9880
16 |0.1392(0.1393|0.1389(0.1390 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9983 | 0.9983
1 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.7414 | 0.7418 | 0.0000 | 0.0000
4 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.9868 | 0.9868 | 0.8811 | 0.8921
8 [0.0001|0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9873 | 0.9873
16 |0.0016 | 0.0016 | 0.0016 | 0.0016 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9969 | 0.9969

10 1

100 1

1000 1

10000 1

Kuadratik adalah degenerated solid beam element yang menggunakan interpolasi kuadratik,
kuadratik LSSAS adalah degenerated solid beam element yang menggunakan interpolasi
kuadratik yang telah dimodifikasi dengan LSSAS, kubik adalah degenerated solid beam
element yang menggunakan interpolasi kubik, dan consistent beam adalah consistent beam
element yang menggunakan interpolasi gabungan antara kubik dan kuadratik.

Dari Tabel 2 dan Gambar 5 dapat dilihat bahwa terjadi konvergensi, di seluruh nilai normalisasi
rotasi pada semua nilai R/h. Namun dapat dilihat bahwa seluruh elemen kuadratik (Kuadratik
TOSD, Kuadratik FOSD, Kuadratik LSSAS TOSD, dan Kuadratik LSSAS FOSD) tidak dapat
memperoleh nilai eksak, dimana nilai yang di peroleh dari seluruh elemen kuadratik memiliki
nilai maksimal 0.1393 pada nilai R/h=1000 dan memiliki nilai maksimal 0.0016 pada nilai
R/h=10000. Dari Tabel 2 dapat dilihat bahwa untuk elemen kubik (kubik TOSD dan Kubik
FOSD) dan untuk elemen consistent beam (consistent beam TOSD dan consistent beam
FOSD) memiliki nilai yang konvergen pada setiap nilai R/h. Selain memiliki nilai yang
konvergen pada nilai R/h dapat dilihat bahwa nilai normalisasi dari defleksi tangensial, radial,
dan rotasi memiliki nilai yang mendekati nilai 1. Hal ini menunjukan bahwa perumusan elemen
ini telah bebas locking. Agar lebih jelas bahwa perumusan dengan elemen kubik dan
consistent beam telah bebas locking, dapat dilihat pada grafik yang disajikan pada Gambar 6.
Dimana dapat dilihat pada grafik diperoleh nilai yang mendekati eksak untuk semua nilai R/h.
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ELEMEN KUADRATIK

4 10 100 1000 10000
R/h

=o— KUADRATIK TOSD KUADRATIK FOSD
=8—[SASS TOSD =0—|SASS FOSD

Gambar 5 Grafik pengaruh pembesaran rasio kelangsingan balok terhadap nilai normalisasi
perpindahan radial untuk 16 elemen kuadratik

ELEMEN KUBIK & CONSISTENT BEAM

4 10 100 1000 10000
R/h

=o—KUBIK TOSD KUBIK FOSD =—e=CBTOSD =—e=CB FOSD

Gambar 6 Grafik pengaruh pembesaran rasio kelangsingan balok terhadap nilai normalisasi
perpindahan radial untuk 16 elemen kubik dan consistent beam
3.3 Balok Lengkung Kantilever yang Mengecil Tinggi Baloknya pada Ujung

Sebuah balok lengkung tidak seragam dengan ketebalan berbeda di setiap potongan balok
yang meruncing pada bagian ujungnya seperti pada Gambar 7. Jari-jari kelengkungan balok
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(R) adalah 5 m dan sudut kelengkungan @T adalah 90°. Data material diberikan E = 30 GPa
dan v = 0.3 serta k = 5/6, b = 0.4 m konstan sepanjang elemen, dan ketebalan (h) yang
bervariasi linear sepanjang koordinat tangensial kurva (s) mengikuti persamaan:

h(s) = 0.6 [1 —a (%s - 1)] (39)

Dimana L = Panjang kelengkungan busur lingkaran, L = %n X 8 = 2r m, dan a = Rasio
keruncingan

0.6(1-a)

0.6(1+a)

Gambar 7 Busur lingkaran yang meruncing pada ujungnya dengan variasi ketebalan yang linier

Solusi eksak normalisasi perpindahan dapat dilihat pada Tabel 3. Balok akan dibagi menjadi
4 elemen, 8 elemen dan 16 elemen yang mana setiap elemennya akan digunakan nilai h yang
konstan, di mana nilai h akan didapatkan dengan mencari nilai rata-rata dari batas atas dan
batas bawah pada setiap elemennya. Beban diberikan pada ujung bebas dan diaplikasikan
secara terpisah, yaitu beban momen Mb=1 kNm. Hasil yang diperoleh untuk normalisasi
perpindahan tangensial (u), radial (w) dan rotasi () pada ujung bebasnya terhadap hasil
eksak disajikan pada Tabel 4 untuk masing-masing kondisi pembebanan dengan nilai =0.1
dan 0.4.

Tabel 3. Solusi eksak normalisasi perpindahan untuk masing-masing tipe pembebanan

Tipe Pembebanan a ux 1075 wx 1073 0 x107°
Beban momen 0.1 0.7376 1.3777 2.3618

Mb=1 kNm
0.4 0.5698 1.3468 3.2806

Pada elemen consistent beam dengan nilai @=0.4 yang dibagi menjadi 8 dan 16 elemen tidak
dapat menemukan karena hasil eigen value dari matriks kekakuan memiliki nilai nol. Terlihat
adanya konvergensi yaitu dengan penambahan jumlah elemen, hasil yang diperoleh pada
penelitian ini semakin mendekati hasil eksak. Pada elemen kubik dan consistent beam
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diperoleh hasil yang hampir sama. Untuk elemen kuadratik, dengan jumlah elemen yang
sedikit, diperoleh hasil yang paling tidak akurat dan selisih nilai yang cukup besar dengan
hasil eksak jika dibandingkan dengan kubik dan consistent beam. Rotasi pada element TOSD
yang dihasilkan akibat pembebanan moment lebih besar dibandingkan rotasi eksaknya.
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Tabel 4. Normalisasi perpindahan tangensial (), radial (w) dan rotasi () pada kasus dua untuk
elemen kuadratik, kubik, dan consistent beam
Nilai Perpindahan

:kaszl:( N Kuadratik Kuadratik LSASS Kubik Consistent Beam
TOSD |FOSD |TOSD |[FOSD ([TOSD |[FOSD |TOSD |FOSD
4| 0.9158| 0.9158| 0.9045| 0.9041| 1.0011| 1.0011| 1.0012| 1.0012
u 1 8| 0.9952| 0.9950| 0.9932| 0.9928| 1.0010( 1.0009| 1.0009| 1.0010

16| 1.0007| 1.0006| 1.0003| 1.0001| 1.0011| 1.0009| 1.0009| 1.0010
4| 0.9080| 0.9069| 0.8973| 0.8958| 0.9986( 0.9974| 0.9980| 0.9972
=0.1 w 1 8| 0.9924( 0.9911| 0.9905| 0.9889| 0.9984| 0.9975| 0.9982( 0.9975
16| 0.9979| 0.9971| 0.9975| 0.9966| 0.9981| 0.9975| 0.9982| 0.9975
4| 0.9068| 0.9016| 0.9082| 0.9019| 1.0123| 0.9990| 1.0080| 0.9992
1.0064( 0.9922| 1.0068| 0.9921| 1.0214| 0.9991| 1.0150( 0.9992
16 1.0217| 0.9987| 1.0218| 0.9987| 1.0263| 0.9992| 1.0229| 0.9992
4| 0.9263| 0.9259| 0.9241| 0.9231| 1.0020| 1.0016| 1.0026| 1.0025
0.9965| 0.9961| 0.9955| 0.9948( 1.0013| 1.0009
16| 1.0010| 1.0006| 1.0007| 1.0002| 1.0014| 1.0009
4| 0.8983| 0.8968| 0.8960| 0.8940| 1.0002| 0.9980| 0.9994| 0.9981
a=0.4 w 1 8| 0.9929( 0.9906| 0.9918| 0.9893| 0.9989| 0.9971
16| 0.9985| 0.9967| 0.9982| 0.9963| 0.9986( 0.9971
4| 0.8447| 0.8433]| 0.8543| 0.8519| 1.0122| 0.9991| 1.0085| 0.9996
1.0004| 0.9871| 1.0019| 0.9882| 1.0267| 1.0008
16| 1.0277| 0.9999| 1.0279| 0.9999| 1.0408| 1.0008

D
=
00

=l
[EEN
00

o]
=
00

3.4 Balok Lengkung Kantilever Berbentuk Spiral

Untuk mengetahui kemampuan dari metode yang disajikan pada penelitian ini pada
permasalahan yang bukan berbentuk lingkaran atau radius yang konstan, maka akan
disajikan balok kantilever dengan geometri yang berbentuk spiral. Geometri dari balok
ditunjukkan pada Gambar 8 dengan radius (R) bervariasi sepanjang sudut kurva (8) dengan
persamaan:

R=Ro(1—uxp) (40)

Dimana R, = Radius kurva pada posisi f sama dengan O, u = koefisien parameter bentuk
kurva 0 < g < g

Balok diberi beban terpusat searah radial pada ujung bebasnya sebesar 1000 N (F = 1000
N). Data-data struktur balok diberikan 4 =0.2, Ro=1m, A=0.01 m? | =8.333*10° m*, E =
2*10%° N/m?, v = 0.15, dan k = 5/6. Balok akan dibagi menjadi 1elemen, 4 elemen, 8 elemen,
16 elemen dengan radius yang dibuat konstan. Radius dari setiap elemen akan dihitung
dengan mencari nilai rata-rata dari batas atas dan batas bawah pada setiap elemennya.
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Gambar 8 Balok kantilever dengan geometri spiral

Terlihat adanya konvergensi yaitu dengan penambahan jumlah elemen, hasil yang diperoleh
pada penelitian ini semakin mendekati hasil eksak. Pada elemen kubik dan consistent beam
diperoleh hasil yang hampir sama. Untuk elemen kuadratik, dengan jumlah elemen yang
sedikit, diperoleh hasil yang paling tidak akurat dan selisih nilai yang cukup besar dengan
hasil eksak jika dibandingkan dengan elemen kuadratik dan consistent beam. Pada elemen
LSSAS dengan teori TOSD menghasilkan nilai reaksi vertikal yang memiliki nilai yang random.

Tabel 5. Normalisasi nilai perpindahan pada ujung bebas dan reaksi perletakan pada kasus tiga untuk
elemen kuadratik, kubik, dan consistent beam

. Nilai Perpindahan
Hasil - - - -
Eksak N Kuadratik Kuadratik LSSAS Kubik Consistent Beam
TOSD FOSD TOSD FOSD TOSD FOSD TOSD FOSD
1 -0.12 -0.13 -0.08 -0.09 -1.72 -1.72 -1.15 -1.18
a -1.90 4 -1.71 -1.72 -1.69 -1.69 -1.90 -1.90 -1.90 -1.90
8 -1.89 -1.89 -1.88 -1.88 -1.90 -1.90 -1.90 -1.90
16 -1.90 -1.90 -1.90 -1.90 -1.90 -1.90 -1.90 -1.90
1 0.16 0.18 0.13 0.14 2.71 2.71 1.96 2.01
w 316 4 2.82 2.82 2.78 2.79 3.15 3.15 3.15 3.15
8 3.13 3.13 3.11 3.11 3.15 3.15 3.15 3.15
16 3.15 3.15 3.15 3.15 3.15 3.15 3.15 3.15
1 -0.22 -0.24 -0.25 -0.27 -4.30 -4.30 -3.60 -3.69
G 456 4 -4.08 -4.08 -4.13 -4.13 -4.56 -4.55 -4.55 -4.55
8 -4.52 -4.52 -4.52 -4.51 -4.56 -4.55 -4.55 -4.55
16 -4.55 -4.55 -4.55 -4.55 -4.55 -4.55 -4.55 -4.55
1| -996.27( -996.27| -1786.19| -996.27| -996.27 -996.27| -996.27| -996.27
t 996.27 4 -996.27| -996.27| -1003.67| -996.27| -996.27| -996.27| -996.27| -996.27
8| -996.27| -996.27| -1009.11| -996.27| -996.27| -996.27| -996.27| -996.27
16 -996.27| -996.27| -1011.20( -996.27| -996.27| -996.27| -996.27| -996.27
1 86.24 86.24 218.69 86.24 86.24 86.24 86.24 86.24
n 26.24 4 86.24 86.24| -1002.71 86.24 86.24 86.24 86.24 86.24
8 86.24 86.24( -198.68 86.24 86.24 86.24 86.24 86.24
16 86.24 86.24 16.74 86.24 86.24 86.24 86.24 86.24
1| 868.41| 868.48| 689.93| 750.58| 868.57| 868.57| 651.18| 662.88
Vb 368.49 868.64 868.64 926.10 867.71 868.64 868.64 868.15 868.15
8 868.64 868.64 874.49 866.62 868.64 868.64 868.63 868.63
16| 868.64| 868.64| 869.05| 868.08| 868.64| 868.64| 868.64| 868.64
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4. KESIMPULAN

Kinerja dari degenerated solid beam element yang dimodifikasi menggunakan LSSAS
berdasarkan TOSD lebih buruk jika dibandingkan dengan elemen lainnya, dimana elemen
tersebut gagal memperoleh reaksi vertikal perletakan pada pembebanan beban merata
vertikal pada balok semi elips. Perumusan degenerated solid beam element belum mampu
menyajikan besar gaya dalam. Nilai gaya dalam yang jauh lebih kecil dibanding nilai aslinya.
Degenerated solid beam element yang dimodifikasi menggunakan LSSAS memiliki performa
yang sama dengan degenerated solid beam element tanpa modifikasi shape function, tidak
membuat elemen balok lengkung menjadi bebas dari shear locking dan membrane locking.
Elemen yang menerapkan TOSD memiliki performa yang sama dengan elemen yang
menerapkan FOSD. Namun elemen yang menerapkan TOSD bisa memberi nilai rotasi yang
lebih besar dibandingkan nilai rotasi eksak.
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